
Окружности и их элементы
1. В окруж но сти  с цен тром О про ве де ны две хорды АВ и CD  так,  что  цен траль ные  углы АОВ  и

СОD равны. На эти хорды опу ще ны пер пен ди ку ля ры ОК и OL. Докажите, что ОК и OL равны.
Решение.
Треугольники  АОВ  и  СОD  равны  по  двум  сто ро нам  и  углу  между  ними
(AO  =  BO  =  CO  =  DO  как  ра ди у сы  окружности,  ∠AOB  =  ∠COD  по
условию).  Следовательно,  вы со ты  OK  и  OL  равны  как  со от вет ствен ные
эле мен ты рав ных треугольников.

2. Окружности с цен тра ми в точ ках I и J пе ре се ка ют ся в точ ках A и B, причём точки I и J лежат по
одну сто ро ну от пря мой AB. Докажите, что от рез ки AB и IJ перпендикулярны.
Решение.
Точка  I  рав но уда ле на  от  A  и  B,  по это му  она  лежит  на  се ре дин ном
пер пен ди ку ля ре к от рез ку AB. То же можно ска зать и о J  . Зна чит  IJ
— се ре дин ный пер пен ди ку ляр к AB.

3.  В  окруж но сти  с  цен тром    про ве де ны  две  рав ные
хорды   и  . На эти хорды опу ще ны пер пен ди ку ля ры 

 и  . Докажите, что   и   равны.

Решение.
Проведем ОK, ON, OL, OM — радиусы. Тре уголь ни ки KOL и MON равны по трем сторонам, тогда

вы со ты OH и OS также равны как эле мен ты рав ных треугольников. Что и тре бо ва лось доказать.
4. В окруж но сти через се ре ди ну O хорды AC про ве де на хорда BD так, что дуги AB и CD равны.

Докажите, что O — середина хорды BD.
Решение.
Впи сан ные углы ADB, CBD , ACB и DAC опи ра ют ся на рав ные дуги, значит, они
равны.

Получаем, что тре уголь ни ки СOВ и AOD по доб ны по двум углам; их ко эф фи ци ‐
ент  по до бия  равен  AO:OC.  Поскольку  AO  =  OC  ,  эти  тре уголь ни ки  равны,
следовательно, BO = OD.

5. Окружности с цен тра ми в точ ках O1 и O2 не имеют общих точек. Внут рен няя общая ка са тель ‐
ная  к  этим  окруж но стям  делит  отрезок,  со еди ня ю щий  их  центры,  в  от но ше нии m:n.  Докажите,  что
диа мет ры этих окруж но стей от но сят ся как m:n.



Решение.
Проведём по стро е ния и введём обо зна ‐
че ния как по ка за но на рисунке. Пусть 

  Рас смот рим  тре уголь ни ки 

  и    они  прямоугольные,
углы    и    равны  как
вертикальные,  следовательно,  тре ‐
уголь ни ки  подобны,  от ку да 

6. Окружности  с  цен тра ми  в  точ ках   и    не имеют общих  точек, и ни одна из  них  не  лежит
внутри  другой. Внутренняя  общая  касательная  к  этим окружностям делит  отрезок,  соединяющий их
центры, в отношении a:b. Докажите, что диа мет ры этих окруж но стей от но сят ся как a:b.
Решение.
Проведём по стро е ния и введём обо зна ‐
че ния как по ка за но на рисунке. Пусть 

  Рас смот рим  тре уголь ни ки 

 и   они прямоугольные, углы
 и   равны как вертикальные,

следовательно,  тре уголь ни ки  подобны,

от ку да 

7. Окружности с центрами в точках   и   пересекаются в точках   и  , причём точки   и 
лежат по одну сторону от прямой  . Докажите, что прямые   и   перпендикулярны.
Решение.
Проведём ме ди а ну   Сто ро ны   и   равны как ра ди у ‐
сы  окружности,  по это му  тре уголь ник    —
равнобедренный, следовательно, ме ди а на   яв ля ет ся также
высотой. Проведём ме ди а ну   Сто ро ны   и   равны как
ра ди у сы  окружности,  по это му  тре уголь ник    —
равнобедренный, следовательно, ме ди а на   яв ля ет ся также
высотой. пря мые   и   пер пен ди ку ляр ны одной и той же
пря мой  ,  сле до ва тель но  они  параллельны.  Эти  пря мые
про хо дят через одну и  ту же точку    значит, они совпадают.
Таким об ра зом пря мая   пер пен ди ку ляр на пря мой 


