
Окружности
1.  Окружности  ра ди у сов  25  и  100  ка са ют ся  внеш ним  образом.  Точки  A  и  B  лежат  на  пер вой

окружности, точки C и D — на второй. При этом AC и BD — общие ка са тель ные окружностей. Най ‐
ди те рас сто я ние между пря мы ми AB и CD.
Решение.
Введём  обо зна че ния  как  по ка за но  на  рисунке.
Проведём пря мую   па рал лель ную   Пря мая

 —  ка са тель ная  к  обеим  окруж но стям  по это му
ра ди у сы    и    пер пен ди ку ляр ны  пря мой 
от ку да  заключаем,  что    от ку да 

  Рас смот рим  четырёхугольник 
    следовательно, 
  —  параллелограмм,  от ку да 

  Значит, 
  Также

заметим, что   Углы 
и    равны,  как  со от вет ствен ные  углы  при  па ‐
рал лель ных прямых. Из тре уголь ни ка 
 

 

Из  тре уголь ни ка      Из  треугольника   

 Таким образом, получаем, что ис ко мое расстояние:

 

О тве т:  80.
2. Середина M сто ро ны AD вы пук ло го четырёхугольника рав но уда ле на от всех его вершин. Най ‐

ди те AD, если BC = 10, а углы B и C четырёхугольника равны со от вет ствен но 112° и 113°.



Решение.
Поскольку  су ще ству ет  точка,  равноудалённая  от  всех  вер шин
четырёхугольника,  четырёхугольник  можно  впи сать  в  окружность.
Четырёхугольник впи сан в окружность, следовательно, суммы про ти ‐
во по лож ных углов равны 180°:
 

 
Отрезки   и   равны как ра ди у сы окружности, по это ‐

му  тре уголь ни ки    и    —  равнобедренные,  от ку да 
  и 

  Рас смот рим  тре ‐
уголь ник    сумма  углов  в  тре уголь ни ке  равна  180°,  от ку да 

  По  тео ре ме  си ну сов  найдём  сто ро ну    из  тре ‐
уголь ни ка 
 

 

Сторона   — диа метр опи сан ной окружности, по это му 
 

О тве т:  

3. Три окруж но сти с цен тра ми   и   и ра ди у са ми 2,5, 0,5 и 4,5 со от вет ствен но по пар но ка ‐
са ют ся внеш ним образом. Най ди те угол 



Решение.
Из усло вия ка са ния окруж но стей на хо дим сто ро ны тре уголь ни ка 

 

 

 
По тео ре ме косинусов

 

 

Откуда 

 
О тве т: 120°.

4. Две окруж но сти с цен тра ми   и   и ра ди у са ми 4,5 и 2,5 ка са ют ся друг с дру гом внеш ним об ‐
ра зом  и  внут рен ним  об ра зом  ка са ют ся  окруж но сти  с  цен тром    ра ди у сом  7,5.  Най ди те  угол 



Решение.
Из усло вия ка са ния окруж но стей на хо дим сто ро ны тре уголь ни ка 

 

 

 
По тео ре ме косинусов

 

 

Откуда 

 
О тве т: 120°.

5. Три окружности, ра ди у сы ко то рых равны 2, 3 и 10, по пар но ка са ют ся внеш ним образом. Най ди ‐
те  ра ди ус  окружности,  впи сан ной  в  треугольник,  вер ши на ми  ко то ро го  яв ля ют ся  цен тры  этих  трёх
окружностей.



Решение.

Стороны треугольника, вер ши на ми ко то ро го яв ля ет ся цен тры этих трёх окружностей, равны 5, 12 и 13.

По сколь ку    ,  этот  тре уголь ник  прямоугольный.  Пло щадь  этого  тре уголь ни ка  равна
30. В то же время, она равна про из ве де нию ра ди у са впи сан ной окруж но сти на полупериметр. Значит,

ис ко мый ра ди ус равен  .

Ответ: 2.
6. Две ка са ю щи е ся внеш ним об ра зом в точке K окружности, ра ди у сы ко то рых равны 16 и 48, впи ‐

са ны в угол с вер ши ной A. Общая ка са тель ная к этим окружностям, про хо дя щая через точку K, пе ре ‐
се ка ет сто ро ны угла в точ ках B и C. Най ди те ра ди ус окружности, опи сан ной около тре уголь ни ка ABC.



Решение.

Пусть  Q  —  центр  боль шей  окружности,  а  O  —  центр  меньшей,  QM  и  ON  —  радиусы,
проведённые  в  точки  ка са ния  окруж но стей  с  пря мой AC  ,  S — центр  окружности,  опи сан ной  около
тре уголь ни ка ABC , r — ра ди ус окружности, опи сан ной около тре уголь ни ка ABC .

Поскольку BC и AB — общие ка са тель ные к окружностям, BO и BQ — бис сек три сы углов ABK и
смеж но го  с  ним.  Значит,  угол  OBQ  прямой,  следовательно,  из  тре уголь ни ка  OBQ  находим,  что 

Пусть AN = x. Пря мо уголь ные  тре уголь ни ки ANO и AMQ по доб ны  с  ко эф фи ци ен том 3,  значит,
AM = 3x , MN = 2x.

Отрезки MC  ,  CK  и  CN  равны  как  от рез ки  касательных,  проведённых  из  одной  точки,  значит, 

,  , от ку да  .
В пря мо уголь ном треугольнике ABK на хо дим не из вест ный катет:

 

 
В пря мо уголь ном тре уголь ни ке SBK по тео ре ме Пи фа го ра имеем

 

 ; 

 
 
О тве т :  32.

7. Окружность ра ди у са  4  ка са ет ся  внеш ним об ра зом вто рой окруж но сти в  точке  . Общая ка са ‐
тель ная к  этим окружностям, про хо дя щая через  точку  ,  пе ре се ка ет ся  с не ко то рой дру гой их общей
ка са тель ной в точке   . Най ди те ра ди ус вто рой окружности, если   .



Решение.

Обозначим цен тры пер вой и вто рой окруж но стей за     и   , а точки касания, с общей касательной,
не про хо дя щей через точку   , за     и   . Пря мо уголь ные тре уголь ни ки     и     равны
по ка те ту и гипотенузе. Аналогично, равны тре уголь ни ки     и    . Значит, пря мые    
и     яв ля ют ся бис сек три са ми углов     и     соответственно. Пря мые     и  
  параллельны, по это му сумма углов     и     равна 180°, а сумма углов     и  
  равна 90°, то есть тре уголь ник    — прямоугольный. По сколь ку    — высота, проведённая

к гипотенузе, тре уголь ни ки     и     подобны. Значит,   .

Ответ: 9.

8. В окруж но сти с цен тром в точке   про ве де ны две хорды   и  . Пря мые   и   пер пен ‐
ди ку ляр ны  и  пе ре се ка ют ся  в  точке  ,  ле жа щей  вне  окружности.  При  этом 

. Най ди те  .

Решение.
Обозначим   ра ди ус окружности, точ кой   се ре ди ну от рез ка  , а точ ‐
кой    се ре ди ну  от рез ка  .  По сколь ку  тре уголь ни ки    и 
равнобедренные,    и    пер пен ди ку ляр ны    и 
соответственно.  От ре зок    равен  .
Четырёхугольник    яв ля ет ся  прямоугольником,  по это му 

.

Из  пря мо уголь но го  тре уголь ни ка    на хо дим 

.

Из пря мо уголь но го тре уголь ни ка   на хо дим  .

Из пря мо уголь но го тре уголь ни ка   на хо дим  .

Ответ: 29.
9.  В  пря мо уголь ном  тре уголь ни ке  ABC  с  пря мым  углом  B,  про ве де на  бис сек три са  угла  A.

Известно, что она пе ре се ка ет се ре дин ный пер пен ди ку ляр, проведённый к сто ро не BC в точке K. Най ‐
ди те угол BCK, если известно, что угол ACB равен 40°.



Решение.
Так как бис сек три са остро го угла   пря мо уголь но го тре уголь ни ка   не
может  быть  пер пен ди ку ляр на  ,  то  бис сек три са  угла    и  се ре дин ный
пер пен ди ку ляр к   имеют ровно одну общую точку.

Пусть   — се ре ди на  . Рас смот рим окружность, опи сан ную около 
.  Пусть  се ре дин ный  пер пен ди ку ляр  к    пе ре се ка ет  мень шую

дугу    в  точке    (см.  рисунок),  тогда  точка    яв ля ет ся  се ре ди ной  этой
дуги, ⌣   = ⌣  .  Но  тогда    как  впи сан ные  углы,
опи ра ю щи е ся  на  рав ные  дуги,  а  от сю да   —  бис сек три са  .  Но
это означает, что точка   сов па да ет с точ кой  , то есть с точ кой пе ре се че ‐
ния се ре дин но го пер пен ди ку ля ра к   и бис сек три сой  . Заметим, что   как
впи сан ные углы, опи ра ю щи е ся на рав ные дуги.

Пусть  . Че ты рех уголь ник   — вписанный, по это му  ,
то  есть  ,  от ку да    Так  как  точки    и    совпадают, 

Ответ: 25°.
10.  Окружности  ра ди у сов  14  и  35  ка са ют ся  внеш ним  образом.  Точки  A  и  B  лежат  на  пер вой

окружности, точки C и D — на второй. При этом AC и BD — общие ка са тель ные окружностей. Най ‐
ди те рас сто я ние между пря мы ми AB и CD.



Решение.

Линия  цен тров  ка са ю щих ся  окруж но стей  про хо дит  через  их  точку  касания,  по это му  рас сто я ние
между цен тра ми окруж но стей равно сумме их радиусов, т. е. 49. Опу стим пер пен ди ку ляр OP из цен ‐
тра мень шей окруж но сти на ра ди ус   вто рой окружности. Тогда
 

 
Из пря мо уголь но го тре уголь ни ка   находим, что

 

 
Опустим пер пен ди ку ляр   из точки   на пря мую  . Прямоугольный

треугольник    по до бен  пря мо уголь но му  тре уголь ни ку    по  двум  углам,  по это му 

. Следовательно.

 

 
 
О тве т :  40.

11.  Окружности  ра ди у сов  60  и  90  ка са ют ся  внеш ним  образом.  Точки  A  и  B  лежат  на  пер вой
окружности, точки C и D — на второй. При этом AC и BD — общие ка са тель ные окружностей. Най ‐
ди те рас сто я ние между пря мы ми AB и CD.



Решение.

Линия  цен тров  ка са ю щих ся  окруж но стей  про хо дит  через  их  точку  касания,  по это му  рас сто я ние
между цен тра ми окруж но стей равно сумме их радиусов, т. е. 150. Опу стим пер пен ди ку ляр OP из цен ‐
тра мень шей окруж но сти на ра ди ус   вто рой окружности. Тогда
 

 
Из пря мо уголь но го тре уголь ни ка   находим, что

 

 
Опустим пер пен ди ку ляр   из точки   на пря мую  . Пря мо уголь ный тре уголь ник   по ‐

до бен пря мо уголь но му тре уголь ни ку   по двум углам, по это му  . Следовательно.

 

 
 
О тве т :  144.

12.  Окружности  ра ди у сов  22  и  99  ка са ют ся  внеш ним  образом.  Точки  A  и  B  лежат  на  пер вой
окружности, точки C и D — на второй. При этом AC и BD — общие ка са тель ные окружностей. Най ‐
ди те рас сто я ние между пря мы ми AB и CD.



Решение.

Линия  цен тров  ка са ю щих ся  окруж но стей  про хо дит  через  их  точку  касания,  по это му  рас сто я ние
между цен тра ми окруж но стей равно сумме их радиусов, т. е. 121. Опу стим пер пен ди ку ляр OP из цен ‐
тра мень шей окруж но сти на ра ди ус   вто рой окружности. Тогда
 

 
Из пря мо уголь но го тре уголь ни ка   находим, что

 

 
Опустим пер пен ди ку ляр   из точки   на пря мую  . Пря мо уголь ный тре уголь ник   по ‐

до бен пря мо уголь но му тре уголь ни ку   по двум углам, по это му  . Следовательно.

 

 
 
О тве т :  72.

13.  Две  ка са ю щи е ся  внеш ним  об ра зом  в  точке K  окружности,  ра ди у сы  ко то рых  равны  36  и  45,
впи са ны в угол с вер ши ной A. Общая ка са тель ная к этим окружностям, про хо дя щая через точку K, пе ‐
ре се ка ет  сто ро ны  угла  в  точ ках B  и  C.  Най ди те  ра ди ус  окружности,  опи сан ной  около  тре уголь ни ка
ABC.



Решение.

Пусть  Q  —  центр  боль шей  окружности,  а  O  —  центр  меньшей,  QM  и  ON  —  радиусы,
проведённые  в  точки  ка са ния  окруж но стей  с  пря мой AC  ,  S — центр  окружности,  опи сан ной  около
тре уголь ни ка ABC , r — ра ди ус окружности, опи сан ной около тре уголь ни ка ABC .

Поскольку BC и AB — общие ка са тель ные к окружностям, BO и BQ — бис сек три сы углов ABK и
смеж но го  с  ним.  Значит,  угол  OBQ  прямой,  следовательно,  из  тре уголь ни ка  OBQ  находим,  что 

Пусть AN = x. Пря мо уголь ные тре уголь ни ки ANO и AMQ по доб ны с ко эф фи ци ен том 1,25, значит,
AM = 1,25x , MN = 0,25x.

Отрезки MC  ,  CK  и  CN  равны  как  от рез ки  касательных,  проведённых  из  одной  точки,  значит, 

,  , от ку да  .
В пря мо уголь ном треугольнике ABK на хо дим не из вест ный катет:

 

 
В пря мо уголь ном тре уголь ни ке SBK по тео ре ме Пи фа го ра имеем

 

 ; 

 
 
О тве т :  182,25.


